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I - ELEMENTI OPŠTE ALGEBRE

ALGEBRA ISKAZA

- Definicija iskaza

Iskaz ili propozicija je osnovni pojam algebre iskaza. Pod iskazom se, dakle po definiciji, podrazumijeva smišljeno tvrđenje koje ima svojstvo da može biti samo istinito (tačno) ili samo neistinito (netačno).
Iskaze označavamo samo slovima p,q,r,s,... bez obzira šta iskazuju, zanimaju nas operacije sa njima kao objektima. Istinitosnu vrijednost iskaza p označavamo sa τ(p) i ona je po definiciji

τ(p) = 1 ako je iskaz p tačan

τ(p) = 0 ako je iskaz p netačan

Ovdje ćemo uvesti kvantifikatore kojim ćemo se koristiti. Simbol  [image: image2.png]


 koristimo umijesto riječi „svaki“ , „bilo koji“, a simbol [image: image4.png]


 umijesto riječi „postoji“.
- Operacije sa iskazima

Definicija 1 Negacija iskaza p je iskaz  ¬p (čita se „ne p“). Iskaz ¬p je istinit ako i samo ako je po definiciji iskaz p neistinit.
	τ(p)
	τ(¬p)

	1
	0

	0
	1


Definicija 2 Konjukcija iskaza p i iskaza q je složen iskaz p˄q (čita se „p i q“), za koji je

τ(p˄q) = 1   [image: image6.png]


   τ(p) = τ(q) = 1
	τ(p)
	τ(q)
	τ(p˄q)

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	0


Definicija 3 Disjunkcija iskaza p i iskaza q je iskaz p˅q (čita se „p ili q“), za koji je

τ(p˅q) = 1  [image: image8.png]


  τ(p) = 1 ili τ(q) = 1

	τ(p)
	τ(q)
	τ(p˅q)

	1
	1
	1

	1
	0
	1

	0
	1
	1

	0
	0
	0


Definicija 4 Implikacija iskaza p i iskaza q je složen iskaz p[image: image10.png]


q, (čita se „p slijedi q“ ili „p implicira q“), za koji je
τ(p[image: image12.png]


q) = 0  [image: image14.png]


  τ(p) = 1 i τ(q) = 0

	τ(p)
	τ(q)
	τ(p[image: image16.png]


q)

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	1

	0
	0
	1


Iskaz p[image: image18.png]


q čita se: „p je dovoljan uslov za q“ ili „q je potreban uslov za p“.

Definicija 5 Ekvivalencija iskaza p i iskaza q je složen iskaz p[image: image20.png]


q, (čita se „p ako i samo ako q“ ili „p je ekvivalentno sa q“), za koji je

τ(p[image: image22.png]


q) = 1   [image: image24.png]


   τ(p)= τ(q)

	τ(p)
	τ(q)
	τ(p[image: image26.png]


q)

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	1


Definicija 6 Iskazna formula  je konačan niz iskaza sastavljen pomoću logičkih operacija, konstanti 0 i 1 i glavnih promjenljivih iskaza p,q,r,...
Definicija 7 Iskazna formula koja je tačna bez obzira na istinitosnu vrijednost iskaza u njoj, naziva se tautologija.
- Neke osobine logičkih operacija
Zakon idempotentnosti:

p˄p ⇔ p   ;   p˅p ⇔ p

Zakon komutacije:

p˄q ⇔ q˄p   ;   p˅q ⇔ q˅p

Zakon asocijacije:

(p˄q)˄r ⇔ p˄(q˄r)   ;   (p˅q)˅r ⇔ p˅(q˅r)

Zakon distribucije:

p˄(q˅r) ⇔ (p˄q) ˅ (p˄r)   ;   p˅(q˄r) ⇔ (p˅q) ˄ (p˅r)

De Morgan-ovi zakoni:

¬(p˅q) ⇔ (¬p˄¬q)   ;   ¬(p˄q) ⇔ (¬p˅¬q)
ALGEBRA SKUPOVA

- Pojam skupa
Skup je osnovni matematički pojam koji se ne definiše. Skupove označavamo velikim slovima A,B,C,...,X,Y,... dok elemente skupa označavamo najčešće malim slovima. Ako element x pripada skupu S, pišemo da je x[image: image28.png]


S, a ako ne pripada skupu S, pišemo x[image: image30.png]


S. Skup[image: image32.png])



 zovemo jednoelementnim. Po definiciji je prazan skup (u oznaci Ø) skup koji nema elemenata. Inače, skupovi mogu imati i beskonačno mnogo elemenata.

- Jednakost skupova
Definicija 1 Ako je svaki element skupa A istovremeno i element skupa B, tada za skup A kažemo da je podskup skupa B. Pišemo A[image: image34.png]


B, a znak „⊂“ predstavlja jednu relaciju među skupovima i naziva se inkluzija.
A[image: image36.png]


B ⇔ ([image: image38.png]


x)(x∈A⇒x∈B)

Definicija 2 Za skupove A i B kažemo da su jednaki ako je A[image: image40.png]


B i B[image: image42.png]


A. Pišemo A = B.
Među skupovima postoje neka važna svojstva. Navest ćemo ih bez dokaza:

1) refleksivnost   ([image: image44.png]


A)  A = A

2) simetričnost    ([image: image46.png]


A,B)   A=B ⇒ B=A

3) antisimetričnost ([image: image48.png]


A,B,C)   (A⊂B ˄ B⊂A) ⇒ A=B
4) tranzitivnost ([image: image50.png]


A,B,C)   (A=B ˄ B=C) ⇒ A=C

- Operacije sa skupovima
Definicija 1 Unija skupa A i skupa B je skup A[image: image52.png]


B, koji sadrži sve elemente skupa A i sve elemente skupa B i samo njih.

A[image: image54.png]


B = [image: image56.png]{x|x€e AvxEB]




Definicija 2 Presjek skupa A i skupa B je skup A[image: image58.png]


B koji sadrži elemnte skupa A koji istovremeno pripadaju i skupu B.

A[image: image60.png]


B = [image: image62.png]{x|x€E ArxEB]




Za skupove A i B za koje je A[image: image64.png]


B = Ø kažemo da se ne sijeku ili da su disjunktni.
Definicija  3 Razlika skupova A i B je skup A[image: image66.png]


B koji sadži elemente skupa A, koji ne pripadaju skupu B, tj.
A[image: image68.png]


B = [image: image70.png]{x|x€E Arx€B]




Specijalno, ako je A⊂S, tada skup S[image: image72.png]


A nazivamo komplement skupa A u odnosu na skup S i označavamo sa

AC = CS(A) = [image: image74.png](xes|xgA]




Pomoću definisanih operacija može se uvesti i simetrična razlika skupova A i B, tj.

A∆B = (A∖B) [image: image76.png]


 (B∖A)

- Direktni proizvod skupova
Definicija 1 Uređeni par elemenata a i b je skup [image: image78.png]{a.{a, b}}



 koji se kratko obilježava (a,b).
Koristeći se definicijom nije teško pokazati da važi

(a,b) = (c,d) ⇔ (a=c ˄ b=d)

Uređeni par (a,b) ima prvu komponentu ili koordinatu a, druga koordinata je b. Dakle, u opštem slučaju je (a,b)[image: image80.png]


(b,a).

Definicija 2 Skup (a,b,c) naziva se uređena trojka u kojoj je a-prva, b-druga, a c-treća komponenta, definiše se pomoću

(a,b,c) = ((a,b),c)

Možemo, dakle definisati uređenu n-torku kao skup

(a1,a2,...,an) = ((a1,a2,...,an-1),an)  ,  n[image: image82.png]


3

Definicija 3 Cartesiev (Dekartov ili direktni) proizvod dva neprazna skupa A i B je skup svih uređenih parova (a,b), čija je prva komponenta a∈A, a druga komponenta b∈B.
Taj skup se označava

AxB = [image: image84.png]{(a,b)|a€ A rbE B]




RELACIJE, OPERACIJE I PRESLIKAVANJA
- Binarne relacije
Definicija 1 Neka su A,B[image: image86.png]


Ø. Svaki podskup ρ Drkartovog proizvoda AxB naziva se binarna ili dvočlana relacija na skupu AxB. Za dva elementa a i b sa svojstvom (a,b)∈ρ kažemo da su u relaciji ρ i pišemo aρb.
Definicija 2 Neka su Ai , i=1,2,...,n neprazni skupovi. Svaki podskup R direktnog prizvoda A1xA2x,,,xAn naziva se n-arna relacija u skupu A1xA2x,,,xAn. 

- Relacija ekvivalencije i relacija poretka
Neka su binarne relacije ρα, gdje α pripada nekom indeksnom skupu, definisane u nepraznom skupu A, tj. ρα⊂AxA. Među svim takvim relacijama u skupu A izdvajamo one koja imaju slijedeća svojstva:

1. Refleksivnost ([image: image88.png]


a∈Dρ)  aρa
2. Simetričnost (([image: image90.png]


a,b∈Dρ)  aρb⇒bρa
3. Antisimetričnost ([image: image92.png]


a,b∈Dρ)  (aρb ˄ bρa) ⇒ a=b

4. Tranzitivnost  ([image: image94.png]


a,b,c∈Dρ)  (aρb ˄bρc) ⇒ aρc
gdje je Dρ polje relacija ρ.

Definicija 1 Binarna relacija definisana u skupu A naziva se relacija ekvivalencije i označava se sa „≈“ , ako je refleksivna, simetrična i tranzitivna.
Definicija 2 Binarna relacija definisana u skupu A naziva se relacija poretka i označava se sa „≤“ ako je refleksivna, antisimetrična i tranzitivna.
Za dva elementa x,y∈A, koji su u relaciji „≤“ kažemo da su uporedivi, a za skup u kome je definisana relacija poretka „≤“ kažemo da je uređen.
Definicija 3 Neka je u skupu A definisana relacija poretka ≤. Element a∈A naziva se majoranta (gornje ograničenje) skupa A1⊂A, ako je:
([image: image96.png]


x∈A1) : x<a
Ako pri tome element a pripada skupu A1, tada je a maksimalni element skupa A1.

Definicija 4 Element b∈A naziva se minoranta (donje ograničenje) skupa A1⊂A, ako je

([image: image98.png]


x∈A1) : b<x
Ako b∈A1, tada je b minimalni element skupa A1.
Definicija 5 Za skup A1⊂A kažemo da je ograničen sa gornje (donje) strane ako postoji bar jedna majoranta (minoranta) skupa A1. Skup je ograničen ako je ograničen i sa gornje i sa donje strane.

Definicija 6 Neka je skup A uređen. Supremum (ili gornja međa) skupa A1⊂A je minimum skupa majoranata skupa A1. Označava se sa supA1.

Infimum (ili donja međa) skupa A1⊂A je maksimum skupa minoranata skupa A1 i označava se sa infA.

- Binarne operacije
Neka je S⊂AxA, gdje je A proizvoljan neprazan skup.

Definicija 1 Pridruživanje svakom paru (a1,a2)∈S⊂AxA jednog i samo jednog elementa c∈A naziva se binarna operacija u skupu A, što označavamo sa a○a=c. Dakle, a○b=c, znači da primjenom određenog postupka ○ na elemente a i b dobijamo element c. Ako je S=AxA, reći ćemo da je operacija „○“ zatvorena u A.

Pretpostavimo sada da je u nepraznom skupu A definisana zatvorena operacija „○“. Reći ćemo da je operacija „○“ asocijativna ako važi

([image: image100.png]


a,b,c∈A): (a○b)○c = a○(b○c)
Operacija je komutativna, ako
([image: image102.png]


a,b∈A): a○b=b○a
Ako vrijedi

([image: image104.png]


a∈A)([image: image106.png]


e∈A): a○e=e○a=a

Kažemo da operacija „○“ ima neutralni (jedinični) element.
Pretpostavimo ovdje da operacija „○“ ima neutralni element e.

Ako je

([image: image108.png]


a∈A)([image: image110.png]


a*∈A): a○a*= a*○a = e

kažemo da element a ima suprotni (inverzni) element u oznaci a*.

Neka su naprimjer, na nekom skupu A definisane operacije „*“ i „○“. Za operaciju „*“ kažemo da je lijevo (desno) distributivna u odnosu na operaciju „○“, ako važi

([image: image112.png]


a,b,c∈A): a*(b○c) = (a*b)○(a*c)
Odnosno

([image: image114.png]


a,b,c∈A): (b○c)*a = (b*a)○(c*a)
Ako je operacija „*“ desno i lijevo distributivna u odnosu na operaciju „○“ reći ćemo da je „*“ distributivna operacija.

- Pojam preslikavanja
Definicija 1 Neka su X i Y neprazni skupovi. Pod preslikavanjem (funkcijom) f, skupa X u skup Y podrazumjeva se svaki postupak (zakon) kojim se svakom elementu x∈X pridružuje jedan i samo jedan element y∈Y.
Činjenicu da je f preslikavanje skupa X u skupu Y, označavamo na jedan od načina: f:X→Y.

Elementi skupa X nazivaju se originali, a elementi skupa Y slike preslikavanja f.

Skup X zovemo domen preslikavanja f i označavamo D(f), a skup slika f(X) kodomen preslikavanja f i označavamo sa R(f).

Definicija 2 Neka je f:X→Y. Ako je f(X)=Y, tj. Ako je svaki y∈Y slika bar jednog x∈X, kažemo da je preslikavanje f surjekcija ili preslikavanja „na“. (y=±[image: image116.png]


)

Definicija 3 Preslikavanje f:X→Y naziva se injektivnim ili injekcija skupa X u skup Y, ako i samo ako se različiti elementi skupa X preslikavaju u različite elemente skupa Y. Ovo preslikavanje naziva se i „1-1“ preslikavanje.

Dakle, po definiciji f:X→Y je injekcija ako važi

([image: image118.png]


x1,x2∈X): x1[image: image120.png]


x2 ⇒ f(x1)[image: image122.png]


f(x2)   (f(x1),f(x2)∈Y)     (1)
Ako iskaz „x1[image: image124.png]


x2“ označimo sa p, a iskaz „f(x1)[image: image126.png]


f(x2)“ sa q, tada (1) predstavlja složen iskaz p⇒q. Imajući u vidu zakon kontrapozicije jasna je ekvivalencija definicije (1) i stava:

f:X→Y je injekcija ako važi

([image: image128.png]


x1,x2[image: image130.png]


X):  f(x1)=f(x2) ⇒ x1=x2
Definicija 4 Za preslikavanje f:X→Y kažemo da je bijekcija skupa X i skupa Y ili obostrano-jednoznačno prelikavanje skupova ako je f istovremeno injekcija i surjekcija.
- Operacije s preslikavanjima
Uvedimo sada identično preslikavanje, koje ćemo ubrzo trebati. Ako je [image: image132.png]


x∈X, i(x)=x, tada se preslikavanje i:X→X naziva jedinično ili identično preslikavanje u skupu X.
Ako pretpostavimo da u skupu Y kao kodomenu, imamo definisanu operaciju sabiranja, tada možemo definisatu sabiranje preslikavanja. Neka su f:X→Y i g:X→Y dva preslikavanja, tada je f+g:X→Y takođe preslikavanje i definiše se pomoću

([image: image134.png]


x∈X):   (f+g)(x) = f(x)+g(x)
Ako je u Y definisano množenje, tada pomoću relacije

([image: image136.png]


x∈X):   (f*g)(x) = f(x)*g(x)   (f:X→Y,g:X→Y)

definišemo proizvod preslikavanja f i g.

Definicija 1 Kompozicija (superpozicija) preslikavanja f:X→Y i preslikavanja g:Y→Z je preslikavanje h=fοg:X→Z, definisano pomoću
([image: image138.png]


x∈X):   h(x)=g(f(x))
tj.

(f○g)(x) = g(f(x))
Preslikavanje h se zove i složeno preslikavanje ili složena funkcija.

Definicija 2 Neka je f:X→Y bijektivno preslikavanje. Inverzno preslikavanje preslikavanja f je preslikavanje f-1:Y→X, koje zadovoljava uslov:

([image: image140.png]


x∈X):   f-1(f(x)) = x  , tj.

f○f-1 = i
- Algebarske strukture
Definicija 1 Neka je + zatvorena operacija u nepraznom skupu G. Ako operacija + zadovoljava svojstva:

(A1)   ([image: image142.png]


x,y,z∈G) : (x+y)+z = x+(y+z)   asocijativnost
(A2)   ([image: image144.png]


x,y∈G) : x+y = y+x   komutativnost

(A3)   ([image: image146.png]


e∈G)([image: image148.png]


x∈G) : x+e = x   egzistencija neutralnog elementa

(A4)   ([image: image150.png]


x∈G)([image: image152.png]


x*∈G) : x+x* = e   egzistencija suprotnog elementa

tada se par (G,+) naziva komutativna ili Abelova grupa.
Uređeni par (G,+) naziva se polugrupa, ako važi samo (A1). Pretpostavimo da su u nekom skupu G, definisane operacija + i operacija *.

Ako operacija * zadovoljava aksiome:

(A5)   ([image: image154.png]


x,y,z∈G) : (x*y)*z = x*(y*z)   asocijativnost

(A6)   ([image: image156.png]


x,y∈G) : x*y = y*x   komutativnost

(A7)   ([image: image158.png]


1∈G[image: image160.png]\ {e}



)([image: image162.png]


x∈G) : 1*x = x   egzistencija jediničnog elementa
(A8)   ([image: image164.png]


x∈G[image: image166.png]\ {e}



)([image: image168.png]


x-1∈G) : x-1*x = 1   egzistencija inverznog elementa
Tada je (G,*) komutativna grupa. Neka je pored toga zadovoljen i slijedeći aksiom

(A9)   ([image: image170.png]


x,y,z∈G) : x*(y+z) = (x*y)+(x*z)

Definicija 2 Skup G u kome su definisane i zatvorene operacije + i *, tako da je (G,+) Abelova grupa i pri tome za * važe (A5) i (A9) trojka (G,+,*) zove se prsten. Ako pored toga vrijedi i (A7) onda (G,+,*) predstavlja prsten sa jedinicom. Prsten sa jedinicom (G,+,*) u kome važi i (A6) naziva se komutativan prsten.

Definicija 3 Prsten sa jedinicom (G,+,*) u kome važi (A8) naziva se tijelo.

Definicija 4 Komutativno tijelo (G,+,*) naziva se polje.

II – KOMPLEKSNI I REALNI BROJEVI

POLJE REALNIH BROJEVA

- Aksiomatsko zasnivanje skupa realnih brojeva

Definicija 1 Skup realnih brojeva, u oznaci R, je skup u kome važe slijedeće aksiome:
(S0) U skupu R definisana je i zatvorena operacija sabiranja, tj. Bilo kom paru elemenata (x,y)∈R odgovara jedinstven element x+y∈R;

(S1)   ([image: image172.png]


x,y∈R):  x+y = y+x

(S2)   ([image: image174.png]


x,y,z∈R):  (x+y)+z = x+(y+z)

(S4)   ([image: image176.png]


0∈R)([image: image178.png]


x∈R):  x+0 = x

(M0) U skupu R definisana je i zatvorena operacija množenja, tj. bilo kom paru elemenata (x,y)∈R odgovara jedinstven element x*y∈R;
(M1)   ([image: image180.png]


x,y∈R):   x*y = y*x

(M2)   ([image: image182.png]


x,y,z∈R):   (x*y)*z = x*(y*z)

(M3)   ([image: image184.png]


1∈R[image: image186.png]\ {0}



)([image: image188.png]


x∈R):  x*1 = x

(M4)   ([image: image190.png]


x∈ R[image: image192.png]\ {0}



)([image: image194.png]


x-1∈R):   x*x-1 = 1

(MS) Množenje je distributivno prema sabiranju

          ([image: image196.png]


x,y,z∈R):   x*(y+z) = x*y + x*z

Skup R je uređen, tj. u R je definisana relacija ≤ , tako da za proizvoljne x,y∈R važi: x≤y ili y≤x.

Relacija ≤ ima slijedeća svojstva:

(P1)   ([image: image198.png]


x∈X):   x≤x

(P2)   ([image: image200.png]


x,y∈X):   (x≤y ˄ y≤x) ⇒ x=y
(P3)   ([image: image202.png]


x,y,z∈X):   (x≤y ˄ y≤z) ⇒ x≤z

(P4)   ([image: image204.png]


a∈R):   x≤y ⇒ x+a≤y+a

(P5)   ([image: image206.png]


x,y∈R):   (0≤x ˄ 0≤y) ⇒ 0≤xy

Definicija 2 Tačka
